Chapitre 12

Probabilités conditionnelles et
couple de variables aléatoires

continues
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Probabilités conditionnelles par rapport a un

événement

On peut répliquer dans le cas continu, la procédure utilisée
dans le cas discret

Par exemple, si X est une v.a. continue et E un événement de
probabilité non nulle, la fonction de densité conditionnelle est
définie par

f(x)/P(E) sixeE
f(X’E):{ 0 six¢E

Et, pour tout événement F
P(F | E) = / f(x | E)dx
F
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Comme dans le cas discret, on peut facilement obtenir une
expression plus simple pour cette probabilité conditionnelle

P(F | E) :/Ff(x | E)dx = /EOF I::E’;))dx: P(I{:(;)F)

Il apparait ainsi que la fonction de densité conditionnelle est
égale a 0 sauf dans E, et a une intégrale égale a 1 sur E.

Par exemple si la densité de base est uniforme, cad correspond
a une expérience ou chaque événement a la méme probabilité,
alors il en sera de méme pour la densité conditionnelle.
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Dans I'exemple du pointeur, on suppose que l'aiguille pointe
la partie haute du cercle 0 < x < 1/2. Quelle est la probabilité
que 1/6 < x < 1/37

lci E = [O,%[, = [% %[et ENF=F
P(FNE) 1/6 1
Donc P(F |E)= ———F = — ==
one FIFIE) == 132 3
ce qui semble raisonnable puisque F represente un tiers de E.

La fonction de densité conditionnelle est alors donnée par

{2 si0<x<1/2
f“wy‘{o sil/2<x<1

Ainsi la fonction de densité conditionnelle est donc non nulle
seulement sur [0,1/2[, ou elle est uniforme.
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Evénements indépendants

Soient E et F deux événements ayant une probabilité non
nulle dans un espace de probabilité continu. Alors, comme
dans le cas discrét, E et F seront indépendant si

P(E|F) =P(E) et P(F|E) = P(F)

Comme précédemment, chacune des équations précédentes
implique 'autre. Ainsi pour vérifier que deux événements sont
indépendants, il suffit d'en vérifier une.

Cela implique notamment que E et F sont indépendant si et
seulement si

P(E N F) = P(E)P(F)
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Couple de v.a. et densité jointe

De maniere analogue a ce que nous avons fait dans le cas
discret, on peut définir une fonction de distribution jointe et
une densité jointe pour un couple de variable aléatoire

Definition
Soient X et Y deux v.a. continue. Alors leur fonction de
distribution jointe est définie par

Fix,y)=P(X <x,Y <y)

Dans le cas général, la fonction de distribution jointe de n
variable X1, X,..., X, est définie par

F(X17X2a '--7Xn) - IP>()<1 S X17X2 S X2, -"7Xn S Xn)
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La fonction de densité jointe est alors définies par |'équation

F(X’y):/_; /_; f(s, t)dt.ds

dans le cas d'une couple de variables.

Et par I'équation

X1 X2 Xn
F(Xl,XQ,...,Xn) :/ / / f(tl,tz,...,tn)dtndtn_l...dtl

dans le cas de n v.a.

On a alors

0*F(x,y)
0x0y

O"F(x1, X2, ..., Xn
et (X1, X, ..y Xp) = a)(quj e )

flx,y) =
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Variables aléatoires indépendantes

Deux variables X et Y sont indépendantes si
F(x,y) = Fx(x)Fy(y) Vx,y € R
c'est-a-dire si
PX<x,Y<y)=PX <x)P(Y <y)Vx,y eR

Dans le cas général X1, X5,...,X,, sont mutuellement
indépendantes si

F(Xl,XQ, ...,Xn) = Fl(Xl)FQ(XQ)...Fn(Xn) \V/X1,X2, .oy Xp € R

Ainsi des v.a. sont mutuellement indépendantes si leur fonction de distrib.

jointe est égale au produit de leurs fonctions de distrib. individuelles.



Théoreme

Si X1, X5,..., X, sont mutuellement indépendantes, alors
Q f(x1,%,...,x) = A(x1)ha(x2)...1n(xn) VA, o, ... f ER

e ]E(Xl, XQ, ceey Xn) = E(Xl)E(XQ)E(Xn)

© Plus généralement, pour toutes fonctions ¢y, ¢»,...,0,

E(¢1(X1)7 ) ¢n(Xn)) = ]E((bl(xl))E((b2(X2))E((bn(xn))

Exemple : Soit X et Y deux v.a. indépendantes avec
X ~ N(p1,01) et Y ~ N(up,02). Calculer E(XY) et
E(etX+sY)

o E(XY) =E(X)E(Y) = pip2

o E(e*+sY) = E(eXe®Y) = E(e™)E(e®”) = Mx(t)My(s)

t
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Attention : Piege a éviter : E (é) n'est pas égal a %

méme si X et Y sont indépendants
Si X et Y sont indép. alors E (£) =E (X1) = E(X)E (3)

En général ]E( ) % E comme le montre |'exemple suivant.
Soit Y ~ U(1,3).

Alors, par définition E(Y) = 1%3 =2= ﬁ = %

400 3
OrE(%) :/ )—1<fy( )dx:/ )—1<.3 ! 1dx:%[lnx]f
—00 1 -
=1(In3—In1)=1In3

%In37€ doncE( )#E
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Covariance

Comme de le cas discret, on a ensuite:

Cov(X,Y) = E[(X —EX))(Y —E(Y))]
— E(XY) — E(X)E(Y)

Ainsi, si X et Y sont indépendant alors :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X)E(Y) — E(X)E(Y) =0

Attention, la réciproque n'est pas vraie comme le montre
I'exemple suivant
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Soit X ~ N(0,1), et W indépendant de X tel que :
W 1 avec probabilité 1/2
~ | —1 avec probabilité 1/2
Soit Y = WX
Montrons tout d'abord que Y ~ N/(0, 1)
Fy(x) = P(Y <x)=P(WX < x)
= P(WX <x,W=1)+P(WX <x,W=—1)
= PX<x,W=1)+P(X>—x,W=—1)
= 3Fx(x) +3(1 = Fx(=x))
= Fx(x) car f, est symétrique

= Y ~N(0,1)
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Par ailleurs :

Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y) = E(WX?) — E(X)E(WX)
— E(W) [E(x2) - (E(X))Q} — 0 car E(W) =0

Or X et Y ne sont pas indépendants

E(eXe”) = E(eM™X) =E (e 1w_1) + E(Llw-_1)
1 1

1
= Mx(2)=+==2(e+1
x()2+2 2(e+)
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Coefficient de corrélation

Comme dans le cas discret

Définition

On appelle coefficient de corrélation de deux variables X et Y

cov(X, Y)
X, Y) =
Al ) V/var(X)y/var(Y)

Propriété : p(X,Y) € [-1,1]
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Densité conditionnelle

Par analogie avec le cas discret, on peut construire dans le cas
continu une "probabilité” conditionnelle par rapport a une
variable. On parle alors de densité conditionnelle

Définition
Soient X et Y deux variables continues. La densité
conditionnelle de X sachant Y = y est alors définie par

fav(aly) = 2

ou fx y(x,y) est la densité jointe de X et Y, et fy la densité
de Y.

Remarque : Si X et Y sont indépendants, fx|y(x|y) = fx(x)
Vx,y
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Espérance conditionnelle par rapport a une variable

On peut alors définir I'espérance conditionnelle d'une v.a.
continue par rapport a une autre variable :

Définition

Soient X et Y deux variables aléatoires continues. Alors,
I'espérance conditionnelle de X sachant Y = y s'écrit

+oo

EX|Y=y)= / x.fxy(x | y)dx

— o0
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