Chapitre 16

Le lemme d'Ito

Renaud Bourles - Ecole Centrale Marseille Mathématiques pour la finance



Rappel : Processus de Wiener

@ si Z suit un processus de Wiener (mouvement brownien)
standard alors la variation dz durant un court intervalle
Ot s'écrit :

6z = eVt , ol e~ N(0,1)

(cf. point 3 de la déf. p. 5 du chapitre 15, avec 0 = 1)
@ tout processus de Wiener général X (avec tendance) peut
s'écrire :
dx = pdt + odz
@ ainsi, dans un intervalle de temps dt, la variation dx de x
s'écrit
dx = pot + oeVdt , ot e ~ N(0,1)



Processus du cours des actions

On a vu que dans le cas des actions, il était plus réaliste de
supposer que le rendement de I'action : H; = log <§—;> suit un
processus de Wiener.

Ainsi, si I'action vaut S aujourd’hui, la variation de son prix 6S
sur l'intervalle de temps ot sera défini par :

s

S
6S = uSot+oSeVot

oH = udt+ oeVot , c'est-a-dire

Remarque : 22 ~ N(uét, 0V/5t)
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Soit une action qui ne verse pas de dividende. On suppose que
sa volatilité est de 30% par an (0 = 0, 3) et son taux de
rentabilité composé en continu a pour espérance 15% par an
(u=0,15).

Si S est le cours de |'action a une date particuliere et si §S est
I'augmentation du cours dans le prochain intervalle de temps
ot, alors :

% = 0,150t +0,30eV3t , ol e ~ N(0,1)

Considérons un intervalle de temps d'une semaine, soit 1/52 an
et supposons que le cours initial de I'action soit 100€. Alors

§S = 100(0, 15x1/52 + 0,304/1/52¢) = 0,288 + 4, 16¢

Ainsi la hausse du cours suit une A/ (0, 288; 4,16)



Processus d'lto

Les parametres 1 et o d'un processus de Wiener
(6x = pdt + oeV/Jt) sont constants.

Or on a vu dans le cas du cours d'une action qu'a la fois la
tendance et le parametre de variance sont succeptible de varier
au fil du temps (notemment en fonction du prix courant).

Un processus stochastique encore plus général, appelé
processus d'ltd, autorise les paramétres i et o a étre des
fonctions de la variable x et du temps t :

dx = p(x,t)dt+o(x,t)edz , ou
ox = pu(x, t)0t + o(x, t)eV/ot

(en supposant que la tendance et la variance restent constants
entre t et t + Jt)
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Le lemme d'lt0 - Introduction

La valeur d'une option est une fonction du cours de |'action
sous-jacente. De facon plus générale, la valeur d'un produit
dérivé est une fonction des variables aléatoires sous-jacente au
produit dérivé, et du temps.

Une analyse sérieuse des actifs dérivés nécessite donc une
bonne compréhension du comportement des fonctions de
variables aléatoires.

Un résultat important dans ce domaine a été établi par le
mathématicien Kiyosi [t6 en 1951. Ce résultat est connu sous

A

le nom de "lemme d'It6
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Le lemme d'lto - Enoncé

Supposons que la valeur d'une variable x suive un processus
d'Itd de parametres p(x, t) et o(x, t)

dx = p(x, t)dt + o(x, t)dz

Le lemme d'ltd montre qu'une fonction G de x et t est
caractérisée par le processus suivant

2
dG = (g—Gp(X, t) + 96 | EEUZ(X, t)) dt + —GO’(X7 t)dz
X

ou z est le méme processus de Wiener standard que dans dx.

Ainsi, G suit également un processus d’It6 de paramétres

2
98 1i(x, t) + 2 + 12852(x, t) et 20 (x, 1)

Démonstration : Développement de Taylor, en utilisant le fait que
0z = eVit




Le lemme d'lto - Application

Dans le cas des actions, on a vu que dS = uSdt 4+ 05dz.
En appliquant le lemme d'lt6, on déduit que le processus suivi
par une fonction G de S et de t est défini par

1 2
i6 - (25 28 178

0G
95 o 265205)dt+8505dz

Notez que S et G sont affectés par la méme source
d'incertitude sous-jacente z. Cette remarque est fondamentale
pour établir le résultat de Black-Scholes.

Exemple : Considérons un contrat forward ne versant pas de
dividendes. Supposons que le taux d'intérét est constant et
égal a r. On sait que Fy = Spe"” ol Fy représente le prix
forward a la date t=0, Sy le cours de I'action a la méme date
et T est le temps a courir jusqu'a I'échéance du_contrat.
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Nous nous intéressons a I'évolution du contrat forward dans le
temps. Notons F et S les valeurs respectives du forward et de
I'action a une date quelconque t, avec t < T. La relation
entre F et S est alors:

F = Se'(T—%)
En supposant que S suive le processus habituel, on peut utiliser
le lemme d'ltd pour déterminer le processus suivi par F. On a
oF 0?F oF
- — er(_rit-)7 JR— 0’ R
oS 052 ot
Ainsi d'apres le lemme d'lto

dF = [T 9uS — rSe" "] dt + e (""95Sdz

= —rSe"(T=1)

Soit, en utilisant F = Se"(T—1):
dF = (u — r)Fdt + oFdz



Comme le cours de I'action S, la valeur du forward suit un
mouvement brownien géométrique :

— =(u—r)dt+odz

Son espérance de taux de croissance est égale a p — r (plut6t
qu'a u). Le taux de croissance de F représente donc la partie
de la rentabilité de S en excés du taux sans risque.
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La propriété de log-normalité

Soit S tel que 2 = udt + odz et G = In(S). Alors

96 _ 1 6 _ _ 1 96 _
oS — S 9S82 T S20 ot

et d'aprés le lemme d'ltd, le processus suivi par G s'écrit

dG = (u——> dt + odz

= "72 et o sont des constantes donc G suit donc un processus

de Wiener = la variation de In(S) entre la date 0 et n'importe
. 2 N

quelle date T suit une normale N'((n— %) T,0v T), c-a-d

n(Sr) — In(So) ~ N (1= %) T,oVT) , ou
in(Sr) ~ N (in(So)+ (-5 ) T.ovT)

= St (le cours de I'action) suit une loi log-normale
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