Chapitre 7

Lois usuelles de probabilités
discretes
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Rappels

Soit X une variable aléatoire réelle. La loi de X est la

probabilité que X prenne chacune des valeurs de son univers
image.

Loi uniforme

On dit que X suit une loi uniforme discrete si

X(Q) = {x1, %, ..., xa} et Vx; € X(Q),P(X = x;) = L.

Alors: E(X) =157 X, E(X?) =137  x? et
V(X) = E(X?) — [E(X)]?

Cas particulier : si x; =i anrs
n n n+1)
0= e
n n+ —
E(X?) = =" et V(X) =1 21
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Loi de Bernouilli

Definition
Une v.a. X suit une loi de Bernouilli si:
@ X() ={0,1}

Q@ PX=1)=p(=PX=0=qg=1-p)

Typiquement, une variable suivant une loi de Bernouilli mesure
le succes (X = 1) ou I'échec (X = 0) d'une expérience

Dans ce cas,
o E(X)=p
o V(X)=pgq

E(X)=0P(X=0)+1PX=1)=p
E(X?)=02P(X =0)+12P(X=1)=p
=VX)=p—p*=p(1-p)=pg



Loi Binomiale

Idée : On réalise n fois dans les mémes conditions une
épreuve de Bernouilli (expérience aléatoire a deux issues) et on
cherche la proba d'avoir k "succes” sur ces n épreuves.

Ex : On considére un marché en expension avec probabilité p

(en récession sinon). On observe le marché pendant 3 périodes

supposées indépendantes. Soit X le nombre de fois ol le

marché est haussier. En notant U; I'événement "le marché est

en expension a la période /", i =1,2,3, on a

P(X=0)=P(UiNnU,NUs) = (Ul) (Uy)P (U3)_:

P(X =1) = ]P(UlmUsz3)+IP>(U1mU2mU3)+P(U U>NUs)
=p.4°+q.p.g+q¢*.p = 3p.q° o

P(X =2) =P(U1nUNU)+P(UiNU,NU3) +P(UL N UN Us)
= 3p’q

]P)(X = 3) = ]P(Ul N U2 N U3) = p3



Loi Binomiale (2)

En généralisant a n périodes, on a P(X = k) = Ckpkq"k

Definition

Une v.a. X suit une loi Binomiale de parametre n et p
(ne N*, pe|0,1]) si

Q X(2)=1{0,1,2,...,n}

Q Vke X(Q): P(X = k) = Ckpkg"*

On note X ~ B(n, p).

Dans ce cas :
o E(X)=n.p
e V(X)=np.gq
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Démonstration de la formule de I'espérance :

E(X) = O0P(X=0)+LP(X=1)+ ... +nP(X =n)
= Y kCkprqg* Zn AN
k=1
(car k.CK = n.C,’ffll)

= n.p. Z Ci.p g *=np
k=1

En effet en notant / = k—1,on a:
ZZ:l C,lf__ll-Pk_l‘qn_k — n— 1 C/ L P qn 1)—-1 _ (P+q)
d'apres Ia formule du bin6me de Newton. Ainsi

> n-1 Co L g =1
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Pour étudier des phénomeénes rares comme le risque de défaut
d'un crédit, on utilise la loi de Poisson appelée aussi loi des
événements rares.

Cette loi repose sur le fait que e = |im —
p q N

Definition
Une v.a. X suit une loi de Poisson de parametre \ si
Q X(2)=N

RSV
Q@ VkeN: P(X =k)=e?3

On note X ~ P(\).
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Remarques

+00
© On a bien ZP(X =k)=1
k=0
@ Si X suit une loi binomiale n.p — X alors la loi de X tend
vers une loi de Poisson de paramétre \.
Si n est grand (n > 50) et si A = n.p prend une valeur
intermédiaire (0,1 < A < 5) alors B(n, p) a des valeurs
trés voisines de P(\)

© dans la pratique, la loi de Poisson s'applique a beaucoup
de situations concretes comme : le nb de véhicules
passant a un péage, le nb d'appels téléphoniques recus a
un standard, le nb de défauts de fabrication dans une
production, le nombre d'emprunteurs faisant défaut sur
leur crédit, ...

Renaud Bourles - Ecole Centrale Marseille Mathématiques pour la finance



Exemple : On estime que le nombre de véhicules passant chaque
minute a un péage donné suit P(5). Quelle est la proba qu'en une

minute :

aucune voiture ne passe : P(X =0) = g— =e 5~0,67%
une seule voiture passe : IP(X =1)= ?— =5e75>~3,36%
cinq voitures passent : P(X =5) = _5‘;”, ~ 17,34%

dix voitures passent : P(X = 10) = _5% ~1,81%

vingt voitures passent : IP’(X 20) = _523(: ~ 0,000026%

Théoreme
Si X ~P(A) alors E(X) = V(X) = A

Démo :
+oo +oo )\)\k +0o0 \ )\k
k=0 k=1 ' k=1 '
+o0 \ /\k—l 400 )\)\/
_Ak;e k-1 D e =)
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Lois du temps d'attente

A. Loi géométrique

On réalise une succesion d'épreuves de Bernouilli (de
parameétre p) jusqu’a obtenir un succes. Soit X le nb d'épreuve:
IP)(X = k) =P (51 N 52 N Sk—l N Sk) = qk’lp

Definition
Une v.a. X suit une loi géométrique de parameétre p si
Q X(2) =N~

Q@ VkeX(Q): P(X=k)=qg"pavecqg=1—-p

On note X ~ G(p) et on dit que X est le tps d'attente pour

un succes
Théoreme
Si X ~ G(p) alors E(X) = % et V(X) =23
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NN
B. Loi de Pascal

On réalise une succesion d’épreuves de Bernouilli (de parameétre p)
jusqu’a obtenir r succes. Soit X le nb d'épreuve:

Alors X(Q) ={r,r+1,..} et P(X = k) =P(ENF) avec

E="r — 1 succes dans les k — 1 épreuves” et F="succes a la kieme”
P(E) = C{ip'~'q" ", P(F) = p = B(X = k) = C[_tp'q"~"

Definition

Une v.a. X suit une loi de Pascal de parametre r et p si
1. X(Q={r,r+1,r+2,..}
2. Vke X(Q): P(X =k) = C[_1¢Fk"p avecq=1—p

On note X ~ P(r,p) et X est le tps d'attente pour r succes

Théoreme
Si X ~ P(r,p) alors E(X) = ﬁ et V(X)="4

p

Remarque : P(1,p) = G(p)



