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Chapitre 1 : Introduction aux probabilités

Definition

On appelle univers des possibles (Q2) I'ensemble des issues
possibles d'une expérience Q = {wy, wy, ...,w,}. Chaque
élément de 2 est appelé événement élémentaire et chaque
sous-ensemble de (2 est appelé événement.

Definition

Une fonction de distribution est une fonction a valeur réelle
p(.) définie sur Q telle que

1) p(w) >0, Vw € Q et

2) > plw)=1

weN
Pour chaque événement E , la probabilité de E sera définie

comme le nombre P(E) = > . p(w)




Théoreme

Les proba assignées aux elmts d'une expérience décrite par une
fct de distrib définie sur Q satisfont les propriétés suivantes

Q 0<P(E) VECQ
Q P(Q) =
Q@siECFCQalorsP(E)<P(F)(=P(E)<1VECQ)
© Si les événements E, ..., E, forment une partition de 2 alors
pour tout événement A dans Q: P(A) = Z]P’ (ANE)
(= VA BeQPA) =PANB) + P(A\B))
Q VA BC Q P(ANB) =P(A)+P(B) —P(AU B)
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Chapitre 2 : Le calcul des probabilités

Definition

On appelle distribution uniforme sur € la fonction de
distribution qui assigne la méme valeur a tous les événements
élémentaires. Si Q = {w1,wy, ...,w,}, la distribution de
probabilité uniforme s’écrit p(w) = %, Yw € Q

Probabilité de Laplace

Si la distribution de probabilités sur 2 est uniforme, la
probabilité d'un événement E est définie par

_ card(E)

P(E) = card(Q)

ou card(E) représente le cardinal de E c'est a dire le nombre
d'événements élémentaires contenus dans E
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Liste
Une p-liste est une collection ordonnée de p éléments

notion d'ordre + un méme elmt peut revenir plusieurs fois
|l existe nP p-listes de E (ou n = card(E))

Un p-arrangement est une collection ordonnée de p éléments

distincts
notion d'ordre + un M elmt ne peut pas revenir plusieurs fois
Il existe AP = " p-arrangements de E

(n—p)!

Combinaison

Une p-combinaison est une collection non ordonnée de p
éléments distincts
pas d'ordre 4+ un m elmt ne peut pas revenir plusieurs fois

Il existe CP = (n_”—p!)!p! p-combinaisons de E
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Chapitre 3 : Evénements indépendants et

Probabilités conditionnelles

Deux événements A et B sont dits indépendants si
P(AN B) =P(A).IP(B)

Definition

Les événements Ay, A,, ..., A, sont mutuellement
indépendants si Vp € N tel que 2 < p < n et pour toute
collection de p événements A;1, Aiz, ..., Ajp on a

]P)(A,']_ N A,‘2 N...N A,'p) = ]P)(A,]_)]P)(A,Q)P(A,p)
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I—

Soient A et B deux événements d’'une méme épreuve et B un
événement non impossible (P(B) # 0). On appelle
probabilité conditionnelle de A sachant (que I'événement) B
(s'est réalisé), notée Pg(A) = P(A | B) = P(A sachant B), la
ANB)
P(B)

Formule des probabilités totales

Soit (A;)i=1., une collection d'événements non impossibles
formant une partition de €. Alors pour tout événement B de
Q:

probabilité

P(B) =3 B(BNA)= BB | A)B(A)
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I
Formule de Bayes

Soit A et B deux événements non impossibles. Alors

_P(AnB) P(B | A)P(A)
PA]B) = P(B)  P(B|AP(A)+P(B| A)P(A)

Généralisation

Soit (A;)i=1.» une collection d'événements non impossibles
formant une partition de €. Alors pour tout événement B non

impossible:

P(A; N B) P(B | A)P(A)
FATB) = "58) = 7, B(B| A)P(A)
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Chapitre 4 : Espérance, Variance et Espérance

Conditionnelle

Espérance
Ep(X) = >0 xiP(X = x)
Propriétés :
o Va,b e R: E(aX + b) = aE(X) + b
@ XetY2va =EX+Y)=EX)+E(Y)

Variance
ok = Var(X) = E((X — p)?) = E(X?) - [E(X)]?
Propriétés :

e Va € R, Var(aX) = a*Var(X)

@ Vc € R, Var(X + ¢) = Var(X)
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Espérance conditionnelle

L'espérance conditionnelle d'une v.a. X par rapport a
I'événement A est: Ep(X | A) = Ep,(X)

(ot Pa(B) =P(B | A))

Ep(X.1,)
P(A)

Propriétés : Ep(X | A) =
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Chapitre 5 : Couple de variables aléatoires

La distribution d'un couple de v.a. X et Y est définie par
@ les ensembles X(Q) et Y(Q)
o Vx; € X(Q2) et y; € Y(Q), la probabilité p; de
I'évenement [(X = x;) N (Y = y;)]
De la loi conjointe, on tire les lois marginales

= > PIX (Y=w)l= > m=

yiEY(Q) yEY(Q)
P(Y=y)= > PX=x)n(Y=y)l= > pj=
X €X(Q) X EX(Q)
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Définition

Deux v.a. X et Y sont dites indépendantes si: Vx; € X(Q) et
Vy; € Y(Q), on a

P{(X =x) N (Y = y)] = P(X = x)P(Y = y))

Covariance
oxy = cov(XY) = E[(X — E(X)) (Y — E(Y))]
=E(XY) - E(X)E(Y)

Propriétés
@ cov(X, X) = 0% =Var(X)
@ cov(aX + bY,Z) = acov(X, Z) + becov(Y, Z)
@ Var(X + Y) =Var(X) + 2cov(X, Y)+Var(Y)
© Si X et Y sont indépendants alors cov(X,Y) =0
(cov(X, Y) = 0 n'implique pas nécessairement X et Y indpts)

Renaud Bourles - Ecole Centrale Marseille Mathématiques pour la finance



Coefficient de corrélation
cov(X,Y)

Ox0Oy
Propriétés :

o - 1<pxy<1

J |px,y|:1SSiY:aX+b
aveca>0sip=leta<lsip=-1

PXY =
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Meilleur prédicteur linéaire

Definition

Soient X et Y deux v.a. Y peut étre approximée par la relation
linéaire o + (3X avec e comme variable aléatoire résiduelle. Le
meilleur prédicteur linéaire de Y par X est |'appliquation
linéaire o + X qui minimise |'erreur quadratique moyenne
E(e?).

Théroeme

Le meilleur prédicteur linéaire de Y par X est donné par :
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Application - Modele de marché

Y =rendement d’une action S ; X =rendement du marché

Var(Rs) = [B2Var(Ruy) + Var(e)

= risque systématique -+ risque spécifique
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Chapitre 6 : Processus Stochastiques

Définition

Une partition de Q est une collection P = {By, ..., Bc}
d’ensembles non vides de Q (appélés blocs de la partition) qui
satisfont les propriétés suivantes :

© les blocs sont disjoints deux a deux

@ I'union des bocs correspond a I'ensemble 2

Définition

Une partition Q@ = {3, ..., C,} obtenue en divisant certains
blocs de P, est appelée raffinement de P. On note P < Q
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Définition

Soit X une variable aléatoire de Q avec im(X) = {xq, ..., X, }
Alors X définie une partition de £2 dont les blocs sont les
images inverses des éléments de im(X), c'est-a-dire

Px = {{X=x}|x€im(X)} = {{X = x}, ... (X = x,}}

qui est appelée partition générée par X.

X est constante dans chacun des blocs de Px. On dira alors
que X est Px-mesurable

Mesurabilité

Soit P une partition de £2. Une variable aléatoire X de €2 est
dite P-mesurable si X est constante dans chaque bloc de P
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Définition

Soit P = {Bj, ..., By} une partition de Q pour laquelle

P(B;) > 0 Vi. L'espérance conditionnelle d'une v.a. X par
rapport a une partition est la v.a. Ep(X | P) : Q — R définie
par :

EP(X | P) = E]}D(X | Bl)ﬂgl + +EP(X | Bn)]an

Propriétés :
o E(E(X | P)) =E(X)
@ Si X est P-mesurable : E(X | P) = X

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

Soit Y une variable aléatoire telle que Y(Q) = {y1, ..., yx }.

E(X[Y)=E(X|Py) = ZE(X Y = yilyv=y)
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Définition

Un séquence de partitions F = (P, ..., Py) d'un ensemble
Q = {wq,...wn} pour laquelle Py < P; < ... < Py est appelée
une filtration

Par ailleurs, une filtration satisfaisant les propriétés suivantes
est appelée une structure d’information:

Q@ P ={Q}
Q Py = {{w1}, -, {wm}}
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Définition
Un processus stochastique (fini) est une séquence de
variables aléatoires Xi, ..., Xy définies sur Q

| A\

Définition

Un processus stochastique X = {Xp, X1, ..., Xy} est une
martinguale par rapport a une filtration

F={Py <Py <..<Pn} (on dit aussi F-martinguale)
si si X; est P;-mesurable et si

E(Xkt1 | Pi) = Xk

Remarque On a alors E(X, | P;) = X; Vs > t
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Chapitre 7 : Lois usuelles de probabilités discretes

Loi de Bernouilli

Une v.a. X suit une loi de Bernouilli si:
1) X(Q2) ={0,1}
2)PX=1)=p(=P(X=0)=qg=1-p)

Loi Binomiale

n épreuves de Bernouilli. Proba d'avoir k "succes’?

Une v.a. X suit une loi Binomiale de parametre n et p
(ne N*, pe[0,1]) si

1) X(2) ={0,1,2,...,n}

2) Vk € X(Q) : P(X = k) = Ckpkqm*

N

Alors E(X) = n.p et V(X) = n.p.q




Loi du temps d’attente

Succesion d'épreuves de Bernouilli (de paramétre p) jusqu'a
obtenir r succes. Soit X le nb d’'épreuve.

Une v.a. X suit une loi de Pascal de parameétre r et p si
1. X(Q)={r,r+1,r+2,..}
2. Vke X(Q): P(X =k)=C/{g“"p"avecq=1—p

X est le tps d'attente pour r succes.

E(X) = £ et V(X) = =2

p p
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Chapitre 8 : Introduction aux modeles de

valorisation d’options en temps discret

Actualisation

L’actif sans risque (rendement r certain) est utilisé comme
numéraire. La valeur actualisée (le prix "escompté”) d'un actif
S a la période t est alors donné par

— S
2 (1+r)t
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Chapitre 9 : Modele CRR a 3 période

Considérons un actif valant Sq a la période initiale. A chaque
période I'actif peut &tre haussier (et avoir un rendement u) ou
baissier (rendement d). Si on note p la probabilité d'étre
haussier, et S; la valeur de 'actif a la date t, on a:

E(S1) = (up + dq)So ; E(S2) = (up + dq)*So ;

E(S3) = (UP + dq)350

E(S; | Py) = (u.p+d.q)*.u.Sy avec probabilité p
T (u.p+d.q)%.u.Sy avec probabilité (1 — p)

Théoreme

La probabilité martinguale, ou probabilité corrigée du risque,

- - 1+r)—d
telle que E.(S; | P;) = S; V) < i s'écrit m = %
u —_—
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Valorisation d'un call européen

cww = max(0; u’Sy — K)
Cud = Cqy = max(0; u.d.Sy — K)
cag = max(0; d*Sy — K)

c, = 141rr (e + (1 — 7)cuq)
Cqd = ﬁ(wcdu—k(l—ﬁ)cdd)
c = 1+r (meu + (1 —m)cq)
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Valorisation d'un call américain

cow = max(0; u*Sy — K)
Cud = Cay = max(0; u.d.Sy — K)
cag = max(0;d*Sy — K)

c, = max (u.SO — 1+r (reww + (1 — W)Cud))
C4 = max (d.So - K; li (meaw + (1 — W)Cdd))
c = max (So — 1+r (meu + (1 — 7T)Cd))
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Stratégie de couverture d'un vendeur de call

e En t=0:
C, — C4
Ng= ————
0 USO — ng
o Ent=1
e Siup
cyu — c,d
Ny= ————
u?Sy — udSy
e Si down
A — Cdu—Cdd
7 duSy — d?5,

Remarque : La stratégie de couverture d'un call américain
s'écrit de la méme facon. Toutefois, rien ne sert de se couvrir
si I'acheteur a exercé I'option a la période précédente.
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